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Exercice 1 :

On considére la suite (u,) définie par :

3 3un, + 2
u =g et Upyp1 = S (n.€eN)
1) a) Verifi 3 !

a) Vérifier que : u,, =3 — .

4 i 24+ u,
Corrigé :
" _3un+2_3un+6—4_3(2—|—un)—4_3_ 4
T o, 24w, - 2+ u, N 24w,
Unp+1 = 2+u”

b) Montrer par récurrence gile : Vn € N, 0 < u,, < 2.

Corrigé :

3
Initialisation : ug = 5 donc 0 <wg < 2.

Hérédité : supposons 0=, < 2. Alors 2 + u,, > 2 donc 0 < < 2. Ainsi :
un
=3 - >3—-2=1>0.
un—f—l 2 +Un
De plus, u, <2=24u, <4 = n > 1 donc :
Un,
it 24+ u,
Donc 0 < upyq < 2.
Par récurrence :
\VneN, 0<u, <2
1 Up 2 - Un
2) a) Montrer que : u, 1 — u, = (1+ ;l( ¢ )
Up,
Corrigé :
3u, + 2 By +2 —up(2 +u,) —uZ 4 up, + 2
Up4+1 — Up = — Upn = - .
24+ u, 24+ u, 24+ u,
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Or —u? +u, +2=(1+u,)(2—u,), donc :

(14 u,)(2— un)
24 uy,

Up+1 — Up =

b) Montrer que (u,) est croissante et en déduire qu’elle est convergente.

Corrigé :
D’aprés 1b), on a 0 < u,, < 2, donc :

14+ u, >0, 2 —u, >0, 2+ u, >0.

Ainsi : a @ )
-+ Uy, — Uy,
n — Up — > 0,
Up4+1 — U 2+ u,

donc (uy,) est strictement croissante.

De plus, u, < 2 pour tout n, donc (u,) est croissante et majoréey ainsi elle est
convergente.

(uy) est croissante et comvergente:

2
c) Montrer que : 0 <2 — u, 1 < ?(2 — Up) s

Corrigé :
On a:
Bu, +20 2(24+uw,) — Buyt2)  2-—u,
2 Uy =2 — - - .
24+ u, 2+ u, 2+ uy,
Comme (u,) est croissante/ @ ug = 2, on a u,, > 3, donc :
I 2T 2 24w, T
D’ou : 5 5
u
0<2— Uy 1= < Z(2—u,
Yt 2+un_7( ttn)

1 2 n
d) Déduize que : 0 <2 —u, < — () .

Corrigé :
Par récurrence a partir de 'inégalité précédente :

2w, < (;)n@ — ).

Or2—u0:2—%:%,d0nc:

0<2—u, <

N | —
VRS
RN
~_

3

e) Déterminer la limite de la suite (u,).

Corrigé :
Comme (%)n — 0,on a2 —u, — 0, donc :

lim u,, = 2.
n—oo
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Exercice 2 :

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, j ;’, lg), on consideére :
A(0,3,3), B(1,2,1), (C(2,3,1), #(l,—1,1),
et le plan (P) d’équation : ¢ —y + 2 — 6 = 0.
1) a) Montrer que 1@ A /ﬁ = 21 et déduire que A, B, C ne sont pas alignés.

Corrigé :

AB=(1,-1,-2), AC =(2,0,-2).

i 7k
ABNAC =[1 1 —2|=(2,-2,2) = 2(1, —1,1) 227,
2 0 -2

Donc @ A 1@ #* 0, ainsi A, B, C' ne sont pas alignés.

zﬁ A /@ =2n = A¢B,C non alignés.

b) Montrer que les plans (ABC) et (Phsont paralléles.
Corrigé :
Le vecteur 7i(1, —1, 1) est normal auplans(P). O AB A AC = 2ii montre que 177 est

aussi normal a (ABC'). Dongc les deux plans ont des vecteurs normaux colinéaires,
alors ils sont parall¢eles :

(ABC) || (P).

2) Soit (S) une sphére telle que (ABC) est tangent a (S) en A et (P) tangent a (S) en un
point H.
a) Calculer d(A, (P)) et déduire/que le rayon de (S) est /3.

Corrigé :

0—-3+3—-6 6
dA (P = 0 =3+3-61 _ 6 _, x5
VIZH (12412 V3
Les'plans (ABC') et (P) étant paralléles et tangents a la méme spheére, la distance
entre eux vaut 2r. Or cette distance est 2v/3, donc :

2r =2v3 = r = /3.
r=/3.

b) Donner une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A
et orthogonale au plan (P).

Corrigé :
Une droite orthogonale & (P) a pour vecteur directeur 7(1, —1,1), donc :

r=t
(A): Sy=3—t (teR).
z=3+1t
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c) Montrer que les coordonnées de H sont (2,1,5).

Corrigé :
H est l'intersection de (A) et (P). On remplace dans ¢ —y+2—6=10:

t—(3—t)+(B+1)—6=3t—6=0=t=2.

Donc :

H(2,1,5).

d) Montrer que 2? + y? + 2% — 2z — 4y — 82 + 18 = 0 est une équation deySs).

Corrigé :
Le centre 2 de la spheére est le milieu de [AH] :

QO+23+13+5
2 7 2 7 2

O(1,2,4)
Avec r = /3, I'équation est :

(z -1+ (y—2)°+—4)*=3.

2?2+ + 22 L2 — 4y — 82 118 £ 0.

3) Déterminer les deux points d’intersectién de la\droite (BH) et la sphére (95).

Corrigé :
La droite (BH) : B(1,2,1), H(2}1,5), vecteur directeur (1, —1,4).

n—1+s
(BH) : =2 —5 (SGR).
z=1+4s

On remplace dans (& —1)? + (y—2)? + (z —4)? =3 :

§% 4 % (ls —8)* =3 =185 — 245+ 6 =0 =35> — 45+ 1 = 0.
1
Doncs:lous:g.

1 4 57

Exercice 3 :

Dans le plan complexe, on considére :

—V/3+i ) 1—iV3
aqQg = —- =
2 ’ 2 ’

=1+a, d

I
ol

4



Réalisé par Youssef SEMHI Contact 0644127117 / 0708875223

- o
1) Veérifier que |a| =1 et arg(a) = - [27]
Corrigé :
On a
—V3+i V3,1
p— = — — ’l/_
2 2 2
Donc
2
3 NN 31
H: _£ + | = =4/—-4+-=1
2 2 4 4
Ainsi :

om .. [om om
a=cos | —= + isin 3 = _farg(a) = 3 2]

1

=1 et déduire que ACD estjisogéle rectangle en C.

c
2) Vérifier que
c—a

Corrigé :
On ac=1+a, donc

De plus d = ¢, ainsi

Donc d
c— .
—~ Y N c—d=i(c—a).
Or
d—e=—(c—d)=—i(c—a)
Alinsi,
c—d 1
= — =1
c—a 1
c—d 7r
arg(—2) = fom

Par conséquent, CA = CD et ACD = g, d’ou :

AC'D isocele rectangle en C. ‘

V3—1
2

(1—1i).

3) /a) Montrer qued—a=1—ietb—d=

Corrigé :
2 -3+ 2 — — 1
2 2
Donc :
2—V3—i —V34+i 2-—2 _
d_a/: — = :1—2.
2 2 2
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b)

Et :

b_dzl—i\/g_2—\/§—i:\/3—1—1—2'(1—\/3):\/3—1(1_2.).
2 2 2 2

V3-1
2

d—a=1—i, b—d=

(1—1).

Déduire que les points A, D, B sont alignés.

Corrigé :
On a /3
—1
b—d= 32 (1 —14) et a—d=1-i.

Ainsi :

-4 ¥ ) _VE-1 g

a—d  1—i 2 *
Donc

—
Par conséquent, les vecteurs DA et ﬁ ont la'méme direction, ils sont colinéaires,
ce qui implique que les points A, D et” B sent alignés.

‘A, D, B sent alignés.

4) Soit R la transformation : 2’ = @z.

a)

Vérifier que R est une ropation et déterminer son centre et son angle.

Corrigé :

;5T .
Comme |a| = 1, donc 2’ = 04 ze' s est une rotation de centre O et d’angle arg(a) =
o

5

5
R est la rotation de centre O et d’angle %

Vérifiefyque ad = ¢ et déduire que R(D) = C.

Corrigé :
On a 3 /3
B . 9 _ )
a:ﬂ et c:l—i-a:ﬁ.
2 2
Donc
. 2—3—i

Calculons ad :

—VB+i 2—3—i

1
d _
“ 2 2 1

(—V3+i)(2-V3—-1)].

Ainsi :

ad

= C.

C4-2V3+2i  2—3+i
N 4 N 2
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Donc :
Y =azp =ad=c.

Par conséquent, 'image du point D par la transformation R est le point C', c’est-a-
dire :

R(D) =C.
om
Montrer que arg(c) = i [27].
Corrigé :
On a:
ad = c.
Donc :
arg(c) = arg(a) + arg(d) [27].
Or d =¢, donc :
arg(d) = arg(c) = —arg(c) [2x]:
Ainsi :

arg(c) = arg(a) — arg(c) [27] = 2arg(c) = arg(a) [27].

D’aprés la question précédente, on sait_que :

arg(a) = 5% [27].
Donc : b B
2arg(c) = v e 27] =\ arg(c) = 3 [27].
ardll) = 2 [2n]

Exercice 4 :

Un sac contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement sans remise deux

boules.

1)

a) Calculer p(GY.

Corrigeé :
On effectue deux tirages successifs sans remise, donc arrangements de 2 boules
parmi 7.

Le nombre total d’issues possibles est :

A2 =17x6=42.

Le nombre d’issues favorables est donc :

A2 =12
Ainsi : 19 9
pG)=5=7
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4
b) Montrer que p(Z) = =

Corrigé :
L’événement Z correspond au tirage de deux boules de couleurs différentes,cesqui
peut se produire de deux facons :

— premiére blanche puis noire;
— premiére noire puis blanche.

Nombre d’issues favorables :

Ay x A+ A x A =4 x3+3 x4 =24

Ainsi :

2) a) Calculer p(N; N By).

L’événement Ny N By correspond au tirage
— d’une boule noire en premier;
— puis d’une boule blanche en second.

Le nombre d’issues favorables est :

Ay x Ay =3x4=12.

Donc : 19 N
NN By) = — = —.
pNiNBo) =5 =3

2

4
b) Montrer que p(\By) = =

Cerrigén:
L’événement B, est réalisé lorsque la deuxiéme boule est blanche.

— choix de la boule blanche en deuxiéme position : 4 possibilités;
— choix de la premiére boule parmi les 6 restantes : 6 possibilités.

Donc le nombre d’issues favorables est :

4 x6=24.

Ainsi :
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c) Déduire la probabilité de “noter 0” sachant que la deuxiéme boule tirée

est blanche.

Corrigé :

Avoir Z et B, signifie que la 1ére boule est noire et la 2éme blanche :

ZﬂBgleﬁBg.

Donc :
p(Z | By) =

p(Z N By)
P(B2)

ISTINENIIN
DO | =

1
p(Z | By) = 7

Probléme :

On considére la fonction f définie sur R par :

flx)=oz—-1+ 4 .

On note (C}) sa courbe représentative.

1) Calculer f(0) et f(In2).

er + 2

Corrigé :
4 4
f0)=—1+2 =2 fn2) =2 -1+ =2,
f0) ==/ f(In2)=1In2.
2) a) Calculer lim,_, \ f{#f"et lim, , . f(x).
Corrigé :
On a :
flxy=az—-1+ 4
er 4+ 2
En +o0 :
Comme :
lim e =400 = lim =0,
T—r+00 x—+oo % 4+ 2
on obtient : )
lim f(z) = +oo.
T—r—+00
En —
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Comme :
. , 4
lim e =0 = lim =2,
T——00 z——00 % 4 2
on obtient : A
lim f(x) = —o0.
r—r—00

b) Vérifier que lim, . (f(z) — (z — 1)) = 0 et interpréter.

Corrigé :
On a:
f@) = (o —1) = —
et 4 2
Or: A
lim e =400 = lim ="0.
T—+00 z—+one® + 2

Ainsi :

lim (f(z) —(z—1))= 0.

r—-+00

Donc, la droite d’équation y = = — 1 estsine asymptote oblique & la courbe (Cf) au
voiasinage de +00.

y = x — 1 est une asymptote oblique a (C) au voiasinage de + oo.

2e™
3 Vérifi () =ax 1+ 7
) a) Vérifier que f(z) = x I
Corrigé :
On a:
@)=z —1+——
N er + 2
Or :
4 2" 42)—2e 2e
er4+2 e+ 2 N er 42
Done.: 0 0e7
e e
—r—14+2— —rt1— .
flz)==x + " x4+ "
2e”
= 1 —
flo) =o+ er 4 2

b) Déduire que y = = + 1 est une asymptote oblique a —oc.

Corrigé :

On a:

10
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Donc :
2e”

er 4+ 2

flz) = (@ +1)=—
Or :

hm(ﬂ@—ﬁwﬂnzlm,C-%$):—9:0

T——00 T——00 er + 2 2

Ainsi, la droite y = z + 1 est une asymptote oblique & (C) au voisinage de —60 :

‘y = x + 1 est une asymptote oblique au voisinage de — oc.

c) Montrer que pour tout r € R : —1 < f(z) —z < 1.

Corrigé :

Or e* +2 > 2, donc :

0< <2=-1<4~1+ <1
et + 2 e’ + 2
—1 < f(&) —x <d.
1) a) Mont Fla) = S
a) Montrer que : f'(z) = ——.
aue s (e +2)2
Corrigé :
Py =1 4 ’: et :(efc+2)2—4e~f:e2x+4_
er + 2 (e* 4 2)2 (e* 4 2)2 (e* 4 2)2
e?® 4+ 4
/ JR—
@)= (e +2)2

b) Déduire que ) est’strictement croissante sur R.

Corrigé :
Pour tout z, on a e*? +4 > 0 et (e* +2)? > 0, donc f'(z) > 0.

’ f est strictement croissante sur R.‘

5) a) Montrer que pour tout m € R, I’équation f(r) = m admet une solution
unique. Corrigé :
La.fenction f est continue sur R et strictement croissante sur R. De plus :

lim f(z)=—o0 et lim f(z)= +4o0.

T——00 T—>+00

Ainsi, pour tout m € R, on a

me]| lim f(x), lim f(x)[=]- oo,+o0[.

T—r—00 T—+00

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = m admet au moins
une unique solution réelle.

11
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b) Soit a I'unique solution de f(zr) = 0. Montrer que —1 < o < 0 et que

o 2(1+a)

et = ——.
1 -«

Corrigé :

On sait que la fonction f est continue sur R et strictement croissante sur R.

Et : 4
0)=0-1 =—14+-=->0
1(0) +€O+2 3
4 4e
) =-1-1 = =
F=0 +e*1 2 tI 2 1+ 2e
Or 4 4 4
e e e
< —=2 = =2 <0
14+2e 2e +1—1—26 ’
donc
f(=1) <o.
Ainsi :

f(=1) f(0)< 0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe/donc a\e] — 1, 0] tel que

f(a)=0.

da €] —1,0] tel que f(a) = 0.

Montrer que : f”(I) = %
Corrigé :
On a . 4 x
, L e
f(z) = (e” +2)2°
Alors :
e’ '
" o
Ainsi

x /
((672)2) = (wv)" = u'v + u’
61’
=e(e" +2) 2+ 6x( —2e(e” + 2)_3)

e’ 2e%

(ex + 2)2 (ex + 2)3

e®(e® + 2) — 2e*®
(ex + 2)3

6296 + 2696 _ 262x
(5 2y

—e2 4 2e"  e%(2 — %)

(ew+2)3 - <6x+2)3'

12
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b)

Donc
e’(2—e")  4e®(e” —2)

"
= 4 = .
f (33) (ex + 2)3 (ex + 2)3
4e*(e” — 2)
" .

P =iy
Etudier le signe de ¢* — 2 sur R.
Corrigé :
e*—2<0 <= z<In2, e"—2=0 <= r=1In2, e"=2 0= 2 >n2.

Déduire que (C;) admet un point d’inflexion que ’on @éterminexa.

Corrigé :
x

4
Comme ﬁ > 0, le signe de f” est celui de e*.#2. Donc f” change de signe
6:1?

en x = In2, ainsi (Cy) admet un point d’inflexionden :

I(In2, f(In2)) =(In2,1n 2).

I(In2,1n2) est.un point d’inflexion,

1 In2
Montrer que y = 5% + % est laytangefite™a (C) au point d’abscisse In 2.
Corrigé :

Ona f(In2) =In2 et :

21n2 4 4 4 1
f’(an): € + = + IEZ—.
(em24-2)2 (242)2 16 2

Donc I'équation de la, tangente en xg = In2 est :

1 1 In2
y:f(ln2)+f’(ln2)(x—h12):1n2—|—§(x—1n2):§x+n7.
1 +ln2
YTt

7) Construireda courbe (Cy).

Corrigé :

13
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In2
1 1 3
8) a) Montrer que / dr = =l <—>
0

er +2 2 2

Corrigé :
Posonsu:exalorsdu:udxdoncdx:%“. Quand z =0, u = 1; quand = = In 2,
u=2. m2 g 2 du 2 1

dx = C— = ——du.

/0 erl+ 2 /1u—|—2 u /1u(u+2)
Or:
1 11 1

u(u+2)_§(a_u+2)'

Donc :

N 1 o 1. (3
L C gu=[nu—1 N2 = (2).
/1u(u+2) u 2[nu n(u+2)|; 2n(2>

In2
1 1. (3
dr=-1n(2).
/0 et 2 2“(2)

b) Calculer ’aire demandée.

Cerrigé :
Sur [0,In2] :

flz)—(x—1) = > 0.

Donc l'aire vaut :

Az/olng(f(a:)—(x—l))dx:/oln2€xi2dg::4-%ln(g) :2111(;).

A=2n (g) unités d’aire.

14



